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EINLEITUNG 
In [2] wurden Formcln fiir die Zcrlegungszahlen der Suzukigruppen Sz(q) 
zur Primzahl 2 hergeleitet. Analoge Formeln wollen wir in diesrr Arbeit fiir 
die Zerlegungszahlen der unitaren Gruppen PSU(3, 2”) aufstellen. Wir wollen 
uns hier auf die Primzahl 2 beschranken. Alle fiir uns notwendigen Aussagen 
iiber Struktur und (~‘haraktertafel der unitgren Gruppen PSCr(3, q2) werden 
wir in Abschnitt 1 zusammenfassen. Diese Informationen sind einer Arbeit von 
Klemm [3] entnommen, und werden deshalb ohne Beweis angegeben. In den 
Abschnitten 2 und 3 bcschreibcn wir die irreduziblen PSU(3, 2”)-Rloduln 
und betrachtcn die Tensorprodukte dieser Moduln mit dem Steinbergmodul. 
In Abschnitt 4 werden dann Formeln fiir die Zerlegungszahlen hergeleitet 
und der -4bschnitt 5 bringt als Beispiel die Zerlegungs- und C’artanmatris der 
Gruppe PSf :(3, 16). 
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1. STRUKTUR UND CHARAKTERT.4FEL 
Sei V der n-dimensionale Vektorraum iiber GF(@), q = pf,p Primzahl, mit 
einem unitsren Skalarprodukt ( , ) bzgl. der Involution a + czq, a E GF(q2). 
(I .I) Es gibt in PSU(3, q2) =-= G einen Singerxyklus S der Ordnzmg (l/c) 
(q” - q + I), E = (q + I, 3), so d@ L : -= N(S) durch die Relationen 
definiert wird. 
L ist eine Frobeniusgruppe, und jede zyklische Untergruppe von G der Ordnung 
j S / ist zu S konjugiert. Es gilt S n Sg = (1) fiir g E G\L, und S ist eine Hall- 
untergruppe von G. 
(1.2) Sei V der 3-dimensionale unit&e Raum iiber K := GF(q”). Wr setzen 
K, = (a 1 a E K, aq = u} = GF(g). E s sei G = PSU(3, q2). P und P* seien 
verschiedene p-Sylowgruppen von G. Matrizen von Elementen von G beziehen sich 
,-uniichst auf eine Basis zul , w2 , w3 von V mit (wl , w3) = (w2 , WJ = 1 und 
(wj , wj) = 0 sonst. GcW1, = {g E G 1 (zu,)g = (w,)} = N(P*) und G<+ = 
N(P). Mit den Mat&en wird module {c ’ E 1 c E K, c’ = 1$ gerechnet. Es sei 
stets q I= 2. 
(a) G ist einfach d p un o eriert auf den isotropen Geraden von I; zweifach 
transitiv vom Grad q3 + 1 mit dem (auf q3 Geraden) scharf transitiven Normalteiler 
P von N(P). Insbesondere ist P n P* = (1‘:. 
(b) Es ist 
P- is(a,b):= k a ~a~~ia,b~K,N(a)+Sp(b)===O\. 
P besitzt den elementarabelschen Normalteiler Z = P’ = Z(P) = {s(O, b) / 
Sp(b) = 01 der Ordnung q. Die Abbildung PjZ 3 yZ + [s, y] E Z ist fiir jedes 
x E P\Z ein GF(p)-Epimorphismus. Fiir p # 2 hat P den Exponenten p, ftir p == 2 
ist Z = (x” 1 x E P\Zj. Fiirjedes x E P\Z ist C(s) eine abelsche Llntergruppe von P 
der Ordnung q2 und alle Elemente von C(x)\Z sind in G konjugiert. 
(c) H : = N(P) n N(P*) ist ein zyklisches Komplement von Pin N : = ,N(P) 
der Ordnung (l/c)(q” - 1). Insbesondere gilt 1 G 
(d) Es ist 
c-q 
c-1 
I = (lk)(q3 
il CEK~ C 
t- I)q3(q2 - 1). 
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und h(c)-~l s(a, b) h(c) =- s(P- la, c q+lb). H operievt also Jixpunktfrei auf P/Z. 
(e) Es sei 
die Untergruppe von H vom Index y ~ 1. .-llso I HO j == (1 /e)(q ~-- 1). 
Dam ist C,(h) = Z fiir h E H 0’ 
= ‘, 1 fiir h E H\,H, , 
H/H,, opeviertjixpunktfrei auf Z, insbesondere sind alle Elemente von Z* konjugievt. 
(f) 
ist eine Involution aus &V(H), die P und P-’ vertauscht, unit ht :~= Ii--q fiir alle h E II. 
Es ist X(H) :-= ‘t: H. Fiir ~(a, 6) -r= 1 gilt tt*s(a, b)t == s(-ab@, b- l)h(b) 
+czb--l, bbl). 
(9) Fiiv jedes h, E HO+ ist C(h,) = A’(( ho ) = ZH U ZHtZ. Es ist C’(H,) 
G cU,z) . Das Urbild van C(H,) in SU(3, q’) operiert treu als U(2, q’) auf den 
Elementen van ,‘wl , wR‘ . *-llso ist C(H,) =- 1;(2, q’)/{c id ! c E K, ct = I$ und 
C(H,)/H, operiert treu als PC’(2, q2) auf den isotropen Geraden von zcl , w3 
(h) Jedes g E G ist konjugiert zu einem Element aus A’, C(H,,) oder S’, je 
nachdem, ob g eine isotrope, eine nichtisotrope oder gar keine Gerade von IV festl$t. 
(i) g E G lasse eike isotrope Gerade fest. Dam ist g konj*ugiert zu einem 
Element aus genau einer der Ti-AIengen {I>, P’, H,,-, H\HO , H,,“Z*. Jedes 
Element dieser Mengen =1 la@ die gleichen p-Sylowgruppen fest: 
x E A P’ Ho++ H\H,, H,‘Z’ __- 
Fixpunkte P P, Pt-, aez P, Pt P 
Es sei h E H,,‘. Dunn ist hPS hP und h(P;Z) -= (hZ)P\=. Ist h E H\H, , so gilt 
hP = hp. Ist h E HO*, so ist hP =(~zZ)~. Al so gilt N(H,,+Z+) = HZ und C( H,#Z*) = 
H,,Z. 
(j) Es sei 
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zuobei sich die Matrizen diesmal allerdings auf eine Orthonormalbasis v1 , r2 , v8 
beziehen mit v2 = ZL’? . C = C(H,)/H,, besitzt die Partition 
[(ZHo/H,Jz, (H/H,)“, (T/H,)” I s E Cl 
wobei T,!H, auf den Geraden zon *:wz ‘- fi.xpunktfrei operiert. 
ist eine Ti-Menge in G. g E G ist genau dann zu einem Element aus T* konjugiert, 
zLenn g eine nichtisotrope Gerade, aber keine isotrope Gerade aon V festla@. T 
besitzt in N(T) = N( T*) ein Complement S, , bestehend aus den mit dem Signum 
multiplizierten Permutationsmatrizen. Ist P$ E S, mit o(z) L: 3, so gilt T = T* u 
ubl (H,+)L’i u (1) (disjunkte Zerlegung). 
04 
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C(x) 
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$q3(9-+ 1)“(4i 1) 3qyq2-q+ l)(q- 1) 
:;(4? - 9 -1 1 - c) &qz - q -t- S(E - 1)) 
s T(bzw. i:o: T, zj E S3 , 
o(z1) = 3) 
Der eingeklammerte Fall bei T” tritt ein fiir E = 3 und 
oder s = mit a3 = 1 =L a , . 
Die &AnnahZ der Konjugiertenklassen van G ist ( I/c)q2 -I- (l/~)q + E + 1 
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(1) Die Involutionen van G sind konjugiert. 
(m) 1. Ist 4r(q-t- 1), p +2, so enthalt N(H) eine 2-Sylozugruppe van G 
Diese wird durch die Relationen hzn = t’ 1, hf = hnpl (Quasidiedergruppe) 
de$niert, wo n die groJ?te 2-Potenz ist, die q ~ 1 teilt. 
2. Ist 4 / (q + I), so enthalt 
eine 2-Sylowgruppe con G. Diese wird durch die Relationen 5’1 = y” -= ~“2 == 
[x, y] = 1, x” = y (k’ranxprodukt) dejiniert, zoo n die gr@te 2-Potem ist, die 
q + 1 teilt. 
(n) Die r-Sylowgruppen, 2 f r 7~ p, van G sind 
1. fiir r T (q i- 1) zyklisch, 
2. fiiv r / (q -I- I), Y # 3 das direkte Prod& zzveiev zyklischeu Gruppen 
gleicher Ordnung. 
3. fiir E = r = 3 deJniert durch die Relationen ~3” = ~1371 = ~3 
[x, y] z= (xy)” = 1) s; = y-1, ?‘” = xy 1, wo 3n die gr$te 3-Potenz ist, die 
q $- I teilt. 
(0) Jede im Sinne von Rrauer elementare Untergruppe F von G ist eine 
3-Gruppe oder bis auf k’onjugation enthalten in N, S, 7’ oder G,H, , ‘ic’o G, eiue 
2-Sylowgruppe von C(H,,) ist. 
Wir wollen nun die Charaktertafel der Gruppe PSlT(3, ~2) beschreiben. 
(1.3) (i) Die irreduziblen C’havaktere Zion I’ sind: 
(a) Die qa linearen Charaktere, 
(b) Die q - 1 Charaktere A nzit 
A(x) = Q . h(x), .‘L‘ E z, 
y= 0, s E P’,Z, 
wo h ein linearer Charakter ~2 1 I’ON Z ist. 
(ii) Die irreduziblen Charaktere van A’ sind: 
(a) Die (l/~)(y? ~- 1) linearen C’haraktere (IV’ :-= P), 
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(b) E C’haraktere aj vom Grad( l/~)(q? - I). Fur ihre Summe a gilt 
a(x) = q” - I, s E z, 
= --I, s E P\Z, 
= 0, s E N\P. 
Fur E 2: 3 ist 
%j(x) = $(q’ - I), x E z, 
= 4(2q- I), XNSj, 
= -k(q + I), x E P\Z, .v + sj , 
= 0, x E N\,P. 
Dabei sind die .c, . I :.I: j < 3, Vertreter fur die Klassen nichtzentralerp-Elemente 
ron 1\7. 
(c) (1 /c)(q + I) Charaktere CJ~ vom Grad q(q - I) mit 
cQ.(,x) = -q, XEP, 
zzz 0, x E P\Z, 
= -k? - I)PlcW x E H”#, 
= PICW x E H,,*Z++, 
= 0, x E H\\H,, . 
Dabei ist pk ein irreduzibler Charakter von Ho . 
(1.4) Benzohtz~~. Es ist P eine p-Sylowgruppe von G, Z = Z(P), t eine 
Involution aus G’,S(P), I-I == -V(P) n N(P’), H,, < H mit 1 Ho / := (l/~)(q .- I), 
T eine abelsche LTntergruppe der Ordnung (I /c)(q + 1)2 von C(H,) mit H(, .< T, 
T* : T\UREficT, Cr,,“, To =:= UyeN(*) H,,o eine Untergruppe von T mit [T : T,,] : 
E. S’ eine zyklische I’ntergruppe von G der Ordnung (l/c)(q? - q 1. 1). Es ist 
w < G mit ~ II’ / 3 und N(S) = W’S’. Fur E = 3 sind si , s2 , s, \-ertretcr 
der Klassen nichtzentraler p-Elemente. 
(1 .i) Bemerkury. (i) Fur 5 E C’X mit o(c) = (l/<)(q’ ~ I) und H ‘h, , 
h, = II( a, E h?, o(q) = q” - I sei p*i der lineare Charakter von L\- mit 
ILi(hij) m:= lij wobei 0 q< i -: (l/c)(q” - I). 1st (q - I) r i, so ist pLi” irreduzibel. 
Es gilt pi” :~= ,LL;” genau dann, wenn i --=j oder -qi z jmod(l/c)(q2 -- 1) ist. 
(ii) Es sei i = k(q - I), 0 -5 h < (l/~)(q + I). Wir setzen k; = [q E AY ~ 
0’ := ]I, (I,, .-z &pl’, 5, = <“-I und betrachten den Epimorphismus 
d 
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y L*rbild von x in SU(3, q”). Die Abbildungen X, : x + 2;p wenn det(y) = a,-,jK, , 
sind die (I/c)(q + 1) linearen Charaktere von C(H,,). Es ist X,1, = ~~(~-n,~. 
Fur k +L 0 ist &4-1) = ul, + Qk . AuDerdem ist poG = I + n0 . 
(iii) Es sei u die Involution aus C(H,) n S, . Dann sind die &I,, k # 0, 
die linearen Charaktere 7 von T mit (X E N(T) 1 17% = T} = (u)T. Es ist D 
X,(xc) = h,(x”-) = pk(x) fur x E Ho. 
2. DIE IRREDUZIBLEN L[SU(3, q2)] - BZW. z[PSU(3, q2)]-MODULN 
FiiR q = 2f 
Wir wollen in diesem Abschnitt die irreduziblen Moduln von PSU(3, q2) 
beschreiben. Dazu definieren wir zuerst einen Modul M der Dimension q3, 
dessen Brauercharakter wir mit /3M bezeichnen. Wir werden zeigen, daB PM(g) 
gleich go(g) fur alle 2’-Elemente ist, woraus die Irreduzibilitat von M folgt. 
(n,, sei der irreduzible komplexe Charakter vom Grad q3.) 
(2.1) DEFINITION. Sei M, der Modul der homogenen Polynome vom Grad 1 
in den Unbestimmten x0, y0 , z,, mit der Operation: 
X0(%) = %X0 + %2Yo + a13zo > 
yO'o(%) = u21xO + a22y0 + a23z0 I 
zO("ij) = a31x0 + a32y0 + u33zO * 
Das entspricht gerade der nattirlichen Darstellung von SU(3, q2) als (3, 3)- 
Matrizen, wobei die zugrunde gelegte Basis die Basis {wi , w2 , w3} aus (1.2) sei. 
Wir definieren die zu MO algebraisch konjugierten Moduln Mk: durch 
(entsprechend fury, und zk) fiir 0 < k < 2f - 1 (q = 2f). Dabei gilt (M,)* = 
Mk+f fur 0 < k <f - 1. M* sei der zu M duale Modul. (Mit den Indizes 
wird modulo 2f gerechnet.) 
Da die Charakteristik des Kijrpers e die Dimension des Mod& Mk nicht 
terlt, spaltet der Modul Mk @ Mk+f den Modul Mt zur 1 -Darstellung direkt ab. 
Es gilt also Mk @ M,,, = Mt @ Mtk,k+f) mit dim M(,,,+f) = 8. Wir bilden 
den Modul M = M(o,f~ @ M(,,f+,) @ ... @ M~f-l,2f-1) der Dimension q3. Es 
sei Pn, der Brauercharakter von M. Das Zentrum von SU(3, q”) wird trivial auf 
M dargestellt, sodal M ein PSU(3, q2)-Modul ist. 
(2.2) Es gilt PM(g) = no(g) fiir de 2’-Elemente g van G = PSU(3, q2). 
Be&s. Fiir g : ~~ I wissen wir bereits p.,I( I) == q3 =-~ T,,(I 1. Sci ,y aus R,, .: 
Dann hat ,y die Gestalt 
wobei [ eine (q -! I)-te Einheitswurzel ist, und - der natiirlichr Homomnr- 
phismus von I auf I/p. 
Es gilt: 
f-l 
Setze 
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Wegen 
f-l 
== (r14 - 1) n (+*+I + 1) 
l&l 
‘7 
$+I - 1 := T-z - 1 
und 72 - 1 -; 0 folgt C = -?j LT und somit B ~7 T$Z’ = -I. Also gilt A = 
B2 -m: 1, woraus /3*,(g) r_ q := 57”(g) folgt. 
Sei g aus T’*: Dann hat g die Gestalt 
wobei [ eine primitive (q + I )-te Einheitswurzel ist. 
Es gilt: 
f-l 
f-l 
= fl (2 + ~%“(i-j) + (27’(2i+j) + (2”(j-i) 
k=O 
+ p”(r+2j) - 52+2i-j) + (2*(-z-?j)) 
f-l 
= co ((2”i + pk2j)(g2’i + ,$2*j)((2”j + (-2%). 
Setze 
f-l 
f-l 
B = n (,$@i + p*j), 
k=O 
und 
f-l 
C = n (52”’ + ,5-Zk2i). 
k=O 
Also /3,,,(g) = ABC. 
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Wir berechnen zuerst den Term B. 
f-l f-l 
B = n ,$Zki . n (p'(i-j) + 1). 
k=O k=O 
Setze 7 = p-j. 
f-l 
jJ (91 _ [-2j. 
k=O 
AuBerdem gilt &i (# + I) = -q--l wegen (7 - 1) . n($ + 1) = 7-l - 1. 
AlsO folgt B _ [-Zj( -(i-i) = --[-i-j. 
Wir berechnen jetzt Term A. 
f-l f-l f-l 
A = n (p”i .+ (-2%) = n (2% . fl (,ph-i-N + 1). 
k=O k=O k=O 
Setze 7 = ,p2j. Dann gilt 
f-l 
und n (~2~ + 1) = -77-1 = -p+2j. 
k=O 
Wir haben somit A = - & i+2j. Ganz analog folgt C == -5-j-i 2i, so daR 
insgesamt PM(g) = -1 = n,(g) folgt. 
Sei g aus H\H, : Dann hat g die Gestalt 
wobei 5 eine (q2 - l)-te Einheitswurzel ist mit [Q+l # 1. 
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Setze 171 = tz'+l, +qz = p'-?, -q3 = [-(z'+l-l). Dann gilt 
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Es gelten die folgenden Relationen: 
(71 - 1) . fl(?$ -I- 1) = vi - 1, 
CT:!- wnc& 1) =r/3- 1, 
(773-l).~((‘I~p_-1)=172-1. 
Also gilt n(yi - 1) PM(g) = n(qi - 1) .+ 0. Daraus folgt /I&g) = 1 = n,,(g). 
Sei g aus SC Dann hat g die Gestalt 
g= f- 
4 
t 1 
p-1 (bzgl. einer geeigneten Basis), 
5 
wobei 5 eine (p” - q + l)-re Einheitswurzel ist. 
Definieren wir nun Q (; = 1, 2, 3) wie oben, so folgt: 
(T3- l).fl(r& 1) =7&r- 1. 
Somit gilt: 
I-I (% - 1) ’ Bds) = n (77T1 - 1). 
Man rechnet leicht nach, dal3 
I-I (yT1 - 1) = - n (Q - 1) =+ 0 gilt. 
Daraus folgt /3,(g) = - 1 = To(g). Al so stimmt p,\{ mit r. auf allen 2’-Elemen- 
ten iiberein. [ 
Damit ist die Irreduzibilitat von M gezeigt. Insbesondere sind die Moduln 
nZ(,,,+,) der Dimension 8 irreduzibel. Urn die irreduziblen J?[P,SL,T(~, 2af)]- 
Moduln zu beschreiben fiihren wir einige Bezeichnungen ein. Es sei F := 
{O, I ,...,2f- 1:. Fur ILF setze I,:=(ijO<i<f-1, i+f~:l} und 
481/61/z-18 
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(2.3) Die q” - 1 nicktleeven Il’ensovprodukte :W, sind irreduzible, paarweise 
nichtisomorpheL[SU(3, 22f)]-Moduln. 
Beweis. (a) Obige Moduln sind irreduzibel: Wir beweisen die Aussage mit 
Induktion nach I,< 1. Fur , I, 1 =- 0 folgt die Aussage aus (2.2). Sei j I,< 1. 
Es gilt also 
Die beiden Moduln auf der rechten Seite sind irreduzibel und haben die 
Dimensionen 8’ bzw. S’( l. Somit kann M, keinen echten Teilmodul besitzen. 
Wir machen nun den Induktionsschritt von l,s I em n auf n + 1. Sei MT :. 
~lf(i,,zl ,) @ c! nlcjV, i,~,mf~ i?j Mjl @: Ej! i!!ljn il . Es sei /3i der Brauercharakter 
von Mi und 7i der Rrauercharakter von Mc~,~+,.) . Dann gilt fur den Brauer- 
charakter von M, : 
Es gilt: 
Die beiden Charaktere auf der rechten Seite sind nach Induktionsannahme 
irreduzibel. Also kann /3,,r, nur zerfallen in /3+,, 2: y + 6 mit -y(l) = 873p2p1 und 
S(1) =: Sr!‘3” r. Es folgt: 
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Wir erhalten 6 = y . rj,+l . Natiirlich gilt ebenso 6 = y . 7jm fiir alle 1 : nz :$ 
II + 1. Das bedeutet, da0 rj (g) = rj,(g) 1 < K, m < n + 1 fur alle g mit 
y(g) f 0 gilt. Das kann man yedoch zum Widerspruch ftihren, indem man im 
Fallef -+ 3 fur g das Element ha-i und im Fallef = 3 das Element hq- i wahlt. 
Dabei sei h ein Erzeugendes von H, dem Komplement von P in -V(P). 
(b) Die Moduln ICI, sind paarweise nichtisomorph: Man verwendet hier 
die Beziehung 
Pi” I= Pi + 1 + W&f (O<i<2f- 1). (“) 
Seien nun I und J zwei verschiedene Teilmengen von F. Dann gibt es stets ein k 
derart, dal3 ,%I1 @J M,c und MJ @ Mk eine verschiedene Anzahl von Komposi- 
tionsfaktoren besitzen. Demzufolge kiinnen RJ1 und MJ nicht isomorph sein. 1 
Man mul3 sich nun uberlegen, auf welchen der oben beschriebenen q” - 1 
irreduziblen e[SU(3, 22f)]-Moduln das Zentrum von SU(3, 27 trivial operiert. 
Das sind genau (l/c)(qs - 1) Stuck. Zusammen mit dem I-Modul haben wir 
also (I/G)@ - I) + 1 irreduzible, paarweise nichtisomorphe E[PSC7(3,22f)]- 
Mod&. Da wir in PSU(3, 22f) genausoriele 2’-Klassen haben, sind das somit 
alle irreduziblen Moduln. 
3. TENSORPRODUKTE DES STEINBERGMODULS MIT DEN IRREDUZIBLEX RIODULN 
Wir kennen die irreduziblen e[PSU(3, 22f)]-Moduln. Wir bezeichnen sie 
mit iL’, , 1 _C F. Den Brauercharakter von lV1 bezeichnen wir mit /3, Daneben 
fuhren wir noch den Charakter 6, ein, der definiert ist durch 
81 = n Pi. (1) 
isI 
Seien 7, die Brauercharaktere der direkt unzerlegbaren, projektiven Moduln 
mit Kopf 111, . Wir definieren Zahlen alJK, b,J, und cIJx. durch: 
hs.l = c cIJKsK, 
K 
(3) 
(4) 
p: sei der zu /?, duale Charakter. Dab& gilt pf = is,, mit J* >= [j + f j 6 Jj. 
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Wir rechnen wieder modulo 2f. Zwischen den Zahlen a,,, und b,,, gilt die 
Beziehung 
(Siehe [l I). 
alJK = b KJI (5) 
Da wir bei den spateren Betrachtungen meist einen der drei Indizes I, J, K 
gleich F setzen und diesen dann stets weglassen, definieren wir bereits an dieser 
Stelle die Zahlen a,, b,, und c,, durch 
a, =:= aFIeJ , (6) 
b,, = b/J, 7 (7) 
C’J := C’JF . (8) 
Die Zahlen c,, sind anscheinend einfacher zu berechnen als die Zahlen b,,, 
Wir berechnen daher diese zuerst und stellen dann die b,J als Funktionen der r,, 
dar. Wir wollen jetzt noch zwei Funktionen r und s einfiihren. 1st I eine Teilmenge 
von F, so sei Y(I) = 1 I, 1 und s(l) = 1 I,7 /. Die Menge der Teilmengen J von 1, 
die aus I dadurch hervorgehen, dal3 man einige Paare {i, i 1-f > weglaRt, be- 
zeichnen wir mit !llI(I). So gilt zum Beispiel %X(l) = {1> fiir ~(1) =-: 0 und 
I !lJ(l) 3°C’). Wir konnen jetzt die 6, als Funktionen der ,!3, in der Form 
schreiben. 
Die Formel (9) folgt unmittelbar aus Formel (I), wenn man fur /3i/31 ,~, dort 
fi~~,~+,, + 1 einsetzt. 
Wir bezeichnen mit C(s,) den Raum der komplexwertigen Funktionen auf den 
2’-Klassen. Wir definieren eine lineare Abbildung T: Cc?,) ---z (I,?,) durch 
/3,T = 6, . (10) 
Bei geeigneter Anordnung der Basis /3, wird dann T durch eine unterr Dreiecks- 
matrix mit 1-Diagonale dargestellt. Daraus folgt natiirlich, daB die Abbildung 1 
invertierbar ist und somit die Charaktere 6, tine Basis von C,s,) bilden also 
insbesondere linear unabhangig sind. Die Eintrage der zu T gehijrigen Dreiecks- 
matrix wollen wir mit T,, bezeichnen. Dann gilt 
=O sonst, 
und (9) nimmt die Gestalt 
(11) 
(1’) 
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an. Wir konnen jetzt eine Beziehung zwischen den Zahlen b, und cIJK herleiten. 
Wir berechnen dazu das Produkt 6,6, auf zwei Arten. 
== ; (; kKTKLj PL ) 
@J -~= (c T/XKj (z: rJMflMj 
K M 
= ,c, 71K7JMflK~M 
=c 
K.M 
71Kr.lM ; bK.wLPL 
=C(C ~MJhfb KML p L - 
L K,M 
Also gilt: 
CI.JKrKL = c ~W.d’KML . 
K.M 
Setzen wir hierin L = F, dann folgt wegen 
7h.F = 1, K = F, 
= 0, sonst, 
CIJ = c ~~K~.rzubm a 
K,M 
bzw. 
‘IJ = Ktg,,, bKM. 
MdJJI(J) 
(13) 
(14) 
Bezeichnen wir die Matrix (cIJ) mit C und die Matrix (b,,) mit B, so heiRt das 
in Matrixschreibweise 
C = TBT’. (15) 
Die zu T inverse Matrix bezeichnen wir mit T-1 = (r:;“). Man verifiziert 
leicht, daR 
713 
(G-1) = (-~)T(I)+I.(J)~~J (16) 
gilt. Mit Hilfe der Beziehung 
B _ T-l CT’-1 (17) 
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konnen wir die Zahlen b,, durch die Zahlen cIJ ausdriicken. Bs gilt 
;“(-I) r(l) ,r(Klt r(J)i-r(M) TIKCheM7JM 1 
r(l) r(K) ;kr(J), r(M) 
cKM. (18) 
RIit der Beziehung (+) aus Abschnitt 2 sieht man, dab 6, nut’ dann in S,&, 
vorkommen kann, wenn I u J = F gilt. Das hei&, es ist cIJ m= 0 fur 1 u J :+ F. 
Mit (18) folgt sofort, dal3 such 6,, =:: 0 fur I u J 7: F gilt. Wir m&en im 
Folgenden also nur noch die Zahlen cIJ mit 1 u J :: F berechnen. 
Nun sieht man jedoch aus der Definition der 6, (Siehe (1)) da13 
S,SJ := s,s,,, fiir I u J == F
gilt. Wegen der lincaren Unabhangigkeit der Sl folgt 
cIJ = cF,lc-U fiir I u J = F. (20) 
Zu berechnen bleiben damit nur noch die Zahlen cF, . 
Sei I = (ir ,..., i,). Mit (*) folgt 
(21) 
(I’ das Komplement von I in F). 
Aus Relation (21) ersieht man, da0 cFI genau dann von Null verschieden ist, 
wenn es ein n-Tupel (sl ,..., s,)gibtmit+~{l,f}undI =(il -j-s1 ,...,i, i-s,). 
Wir wollen zuerst den Fall s(l) = 0 und anschliel3end den Fall s(l) q’: 0 unter- 
suchen. 
(a) Sei1 eine Teilmenge vonF mit s(l) = 0: Jetzt ist (sr ,..., sn) : (f,...,f) auf 
jeden Fall ein n-Tupel, fur das 1 = (ir -t s1 ,..., i, + s,) gilt. Wir nehmen an, 
es gabe ein weiteres n-Tupel mit der geforderten Eigenschaft. Wir wollen im 
Folgenden fur sj stets sij schreiben. Sei 0.B.d.A. si, =-. 1. 
Das bedeutet insbesondere, daR il + I und ir + f + I in I liegen. AuDerdem 
folgt, daB si,, f +r = 1 ist, da wir sonst den Widerspruch i, + si =: (ii -+ f + 1) -I+ 
s~,+~+~ hstten. So wie im Schritt vorher erfahren wir daraus, daB ii -7~ 2 und 
i1 + f $ 2 in I liegen, und daB si1+3 = 1 ist. Auf diese Weise fortfahrend sieht 
man sofort, da131 = F gilt. Das hei&, fur1 #F gibt es nur das n-Tupel (f,..., f). 
Wir betrachten also nur noch den Fall 1 -= F. Sei wiederum xi I. flus 1 
obigen Betrachtungen folgt mit Induktion sofort 
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si,+21 = 1 fiir I = 0, 1, 2 ,..., 
(22) 
$+f+Bz+l = 1 fur I = 0, 1, 2 ,... . 
Sei f gerade: In diesem Fall folgt aus (22) sofort si = 1 fur alle i. Es gibt hier 
also nur die beiden Tupel (f ,..., f) und (1 ,..., 1). 
Seifungerade: Da in diesem Fall {z’r + 21 1 1 = 0, I,..,] = {ir +f + 21+- I / 
1 = 0,l ,...I gilt, besagt (22) diesmal nur si1m+2z = 1 fur alle 1. 1st jedoch ~~~~~~~~ = 1 
fiir ein 1, so folgt genauso wie (22) sofort, dal3 ~~~~~~~~ = 1 fiir alle 2 gilt. Es gibt 
also nur die beiden Falle si1+21+1 = 1 fur alle Z und xil+azfl = f fur alle 1. In 
diesem Fall gibt es also die vier Tupel (f,. .., f), (l,.. . , I), (1, f ,..., I, f), und 
(f, l,...,f, 1). Mit Hilfe obiger Betrachtungen und unter Beachtung von (21) 
kijnnen wir schon die Werte von cF, fur s(I) = 0 angeben. 
Fur die Teilmengen I von F mit s(I) =: 0 gilt 
CF, zzz 21’1 Zzz 49-j fur I +I;, 
= 1 + 22f fur I = F, f gerade, (23) 
= 1 + 22f + 2f+l fiir I == F, f ungerade. 
(b) Sei I eine Teilmenge von F mit s(I) # 0: Wir konnen die Abbildung 
01: I-1, die definiert ist durch &CX = if + sj fur ij EI als ein Element der 
symmetrischen Gruppe Sl,i auffassen. Wir betrachten im Folgenden die Bahnen 
B,vona.SeiI=B,u...uB,undIBij ==I(. 
Dabei seien mi der sj gleich 1 und Zi - wzi der sj gleichf. Es folgt 
also 
mi + (Zi - mi)f = 0 mod (zf), 
mi :- 0 mod (f). 
Angenommen m, = 0. Dann gilt ir ---f i1 + f+ & und unsere Bahn besteht 
nur aus dem Paar {& , il + f>. Wegen s(Z) # 0 gibt es eine Bahn B, mit m, # 0. 
Danngiltalsof] m,. WegenI # F gilt mi < 2falsomi -J Wirhabensomitdie 
Kongruenz 
f + (lf - f )f = 0 mod (2f ), 
Zj -f + 1 = 0 mod (2). 
Es gelten die folgenden Aussagen: 
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(1) I Bii &f-~;- 1 und erst recht 111 >f+ 1: E s ist li == ; B, 1 g- wzi - : f 
und wegen Zi - f = 1 mod (2) sogar Zi 2: f + 1. 
(2) k = 1: Angenommen k > 2. Dann kann B, nur vom Typ {i, i + fj sein. 
Sei 0.B.d.A. i = 0. Setze d, :- (1,2 ,..., f - I} und da := {f + I,..., 2f - l}. 
h’un gilt B, C d, u il, . Setze ‘LL := B, n d, und 93 := B, n A, , so dal3 B, 
also disjunkte TTereinigung von 4% und !3 ist. Es gilt das Folgende: 
k-1 
1st i E $3, so ist i + si E ?I, falls s, = 1 und i $ si E 23, falls si = f. 
1st i E %3, so ist i + s, E 93, falls si -= 1 und i -1 si E YI, falls si = f. 
Sei x1 = i[i I i E ?I, si = 111, x2 :- i(; / i E 3, S, = fi /, -\‘1 = I(i 1 i E 23, si == 1; ~, 
ya := i{i / in 23, si = f)l. Dann gilt natiirlich i ?I 1 = x1 + xa und / !8 j =: 
y1 T- ?‘s . Wegen (+) ist jedoch such / 91 ~ == x1 + ?z und 1 23 j = yr $ sz . 
Daraus folgt x2 = ~7~ . Dann erhalten wir jedoch den Widerspruch 
Also gilt k = 1 und I besteht nur aus ciner Bahn B, . 
Wir setzen im Folgenden 1 : :- /r und ~11 : = q = f. 
(3) 1 -f = r(l) G 1 mod (2): Angenommcn, es gibt ein Paar {i, i + f} in 
I mit ia f i -+ f und (z’ + f)~ + i. Sei iol” = i + f, n minimal. 
Van diesen sj seien x Stuck gleich 1 und y Stuck gleich f. Es gilt die Kongruenz 
x + (y - 1)f L 0 mod (2f). 
Insbesondere ist 
x E 0 mod (f). 
Wegen ia +‘~ i t fist jedoch .v :,i: 0, also s 2 f, und damit (i I- f)a z i. (Beachte 
nz -: f.) Das ist aber ein Widerspruch zu unsercr Annahme. Es gilt somit fur 
alle Paare {j, i + f) aus I entweder iol 7= i L f oder (i + f )a = i, also 2 - f = 
Y(I) 5~ 1 mod (2). 
(4) r(l) -t s(I) = f: Es gilt 2r(I) + s(1) = / I I = I = f + (l -S) = f + Y(I), 
also r(l) + s(l) == f. 
Wir nennen I vom Typ d’, falls s(l) -/1 0, ~(1) + s(l) = f, und r(l) = I 
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mod (2) ist. Wir wissen bisher also: 1st c F, + 0, so ist s(1) = 0 oder I ist vom 
Typ ,4’. 1st s(l) = 0, so ist cF, # 0 und wir kdnnen cF, angeben. Die Frage lautet 
also nun: Fur welche Mengen vom Typ A’ gilt cF, 1 0 und welchen Wert hat 
cF, in diesem Fall ? 
Wir wollen unsere Mengen I dazu folgendermal3en kennzeichnen. Wir 
denken uns die Punkte 0, I ,..., 2f - 1 auf einem Kreis angeordnet, so daR 
gegeniiber von i gerade i +f liegt. 1st I vom Typ A’, so enthalt I von jedem 
Paar {i, i + f) gegeniiberliegender Punkte mindestens einen. Enthalt I beide, so 
bezeichnen wir die beiden Punkte vom Typ n . Enthalt 1 den Punkt i aber nicht 
den Punkt i T f, so nennen wir i vom Typ x und i -+ f vom Typ o. 1st I eine 
Menge vom Typ A’, und gilt cF, # 0, so gelten die folgenden Aussagen: 
(i) IstiEIundi+f$I,soistia -i+ 1 alsos( = 1. 
(ii) 1st i E I und i - I $ I, so ist (z’ + f )a = i also s~+~ = f. 
(iii) 1st si = 1, so ist Si+f+l = 1 falls i + f + I EI. 
(iv) 1st i E I und i + 1 $1, so folgt si := f. 
Wenn man sich nun mit Hilfe dieser vier Regeln iiberlegt, wie die Punkte von I 
mittels m aufeinander abgebildet werden mussen sieht man, daD genau dann 
1 = (z’ ~~-- si : i ~11 mijglich ist, und daR dann die si such schon eindeutig be- 
stimmt sind, wenn I die folgenden drei Bedingungen erfiillt: 
(u) Zwischen zwei Punkten vom Typ x liegt stets eine gerade Anzahl von 
Punkten vom Typ n . Das heiDt, nimmt man einen beliebigen Punkt vom 
Typ x und wandert auf dem Kreis in einer der beiden Richtungen bis zum 
nachsten Punkt vom Typ X, so passiert man dabei eine gerade Anzahl von 
Punkten vom Typ n . 
(v) Zwischen zwei Punkten vom Typ o liegt stets eine gerade Anzahl von 
Punkten vom Typ n . 
(w) Zwischen einem Punkt vom Typ x und einem Punkt vom Typ o liegt 
stets eine ungerade Anzahl von Punkten vom Typ n . 
1st I eine &Ienge vom Typ il’ und erfiillt I die Bedingungen (u), (v), und (w), 
so nennen wir sie vom Typ /J. Mit (21) und Aussage (3) folgt. 
1st I vom Typ il, so gilt cFI = 2’(I). (24) 
Insgesamt haben wir damit gesehen: 
cFI # 0 -I vom Typ il oder s(1) = 0. 
. 
Wir wollen noch einmal alle mijglichen Werte van cfi, , die bereits schon in (23) 
und (24) stehen, zusammenfassen. 
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CFI = 4r(1), F + I, s(I) = 0, 
= 1 + 22f, F = I, f gerade, 
== 1 + 22f -1. 2fil 
, F =z I, f ungerade, 
= 2TU), I vom Typ /Z, 
zzz 0, sonst . 
Mit Formel (20) und der Bemerkung direkt hinter (18) erhalten wir: 
(25) 
cIJ = 493’nJ), I u J = F, s(I n J) = 0, 
= 1 + Ff, I = J = F, f gerade, 
= 1 + 2”f + 2fT 1 
> I = J = F, f ungerade, 
= 2’““J’ > IuJ=F,InJvomTypA, 
= 0, I u J = F, s(I n J) f 0, 
I n J nicht vom Typ .4, 
== 0, Iu J+F. 
Wir wollen nun mit Hilfe der Formel (I 8) die Zahlen b,, = b,,, 
rechnen. Formel (18) besagt: 
(26) 
aFIJ be- 
Fiir I u J + F wissen wir bereits, daR b,, = 0 ist. Sei also im Folgenden stets 
b,, = CIJ .zk c CKM . 
I u J = F. Wir betrachten zuerst den Fall, da0 s(I n J) f 0 und I n J nicht 
vom Typ A ist. Dann ist b,, = 0 da sowohl cIJ = 0 als such cKnr == 0, denn 
s(K n M) # 0 und K n 1M nicht vom Typ =1. (Man braucht dabei nur die I;‘, 
M zu betrachten mit K u M = F.) Es gilt also 
b,, = 0 fiir I u J = F, s(I n J) =/ 0 und I n J nicht vom Typ =1. (27) 
Sei nun I n J vom Typ R. Dann gilt fiir (S, Al) + (I, J) und K u Al = F die 
Aussage: Y(K n M) < Y(I n J)und s(K n M) = s(I n J) f 0, also r(K n M) - 
s(K n M) # fund somit c,,,~ = 0. Es folgt 
b = cIJ fiir Iv J=FundIn Jvom’I’yp*-f. (28) 
Sei nun s(I n J) = 0. Dann gilt such stets s(K n Icf) = 0. (Wir betrachten 
dabei wieder nur die cKn, mit KU M = F.) Formel (26) besagt dann c~,,~ -: 
4r(EnM). Formel (18) hat also jetzt die Gestalt 
. 
bn = c (k-1) Ntr(JH r(K)- r(M)4r(KnM) 
KEiV?mil) 
MdJ?UI(J) 
KuM=F 
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Wegen I u J = F = K U M gilt 
r(I) + Y(J) = f -t r(I n J), 
r(K) + r(M) = f -+ r(K n M), 
also 
Dabei ist 0 < Y(K n M) < ~(1 n J). Wir kiinnen schreiben 
r(Ifd 
b,, = c a@)(-1)1’““J’-Z4” 
x=0 
mit u(x) = hnzahl der K, M aus unserem Summationsbereich mit Y(K n M)==x. 
Man iiberlegt sich da8 
+) = (“” J)) 2W1J)ks 
gilt. Somit 
r(InJ) 
b,, = C (-l)WnJkm ‘punJ)-x4x 
x=-u 
= (4 - 2) r(InJ) = p(InJ). 
b,, = 2runJ) fiir IuJ=F und ~(1 n J) = 0. (29) 
(Dabei nicht 1 = J = F, denn cFF # 4f.) Fiir I = J = F gilt 
bFF = 2f + 1 
= 2f*’ + 2f + 1 
fiir f gerade, 
fiir f ungerade. 
(30) 
Wir kijnnen damit die Zahlen a, = aFIel = bJ,*F angeben. 
= ‘pU*nJ), I*u J=F,s(I*n J) -0, 
oder I* n J vom Typ A, 
=2’+ 1, I = J = F, f gerade, 
a,J=3.2f+1, I = J I= F, f ungerade (31) 
= 0, I* v J = F, s(I* n J) # 0, 
I* n J nicht vom Typ A, 
= 0, I*u J#F. 
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Bemeukuq. Die Matrix A m-z (nlJ) ist ganzzahlig invertierbar, und man kann 
die Inverse esplizit angeben. 1st -4-l --= (ui;“) die zu .g inverse Matrix, so gilt 
(L-1) UlJ =- - 71 - 1 ) 1 -- / = 12, f gerade, 
(- I)rfr’nJ’-b71r,,r,, , sonst. 
4. DIE ZERLEGUNGSZAHLEN 
(a) Wir behandeln zuerst den Fall E m= I: Zwischen den irreduzihlcn kom- 
plesen C’harakteren gelten folgende Kelationen auf den 2’-Elementen: 
Bemerkungen zu obigen Melationen: Die Summe C 0 pG in (2) sei uber allc 
Charakterc &Q+l) g ebildet. Die restlichen C’haraktere ,LLL” seien in C ,L(; vereinigt. 
Die Summe 2 = tiq9 in (2) und (3) vereinigc alle Charaktere q3 mit I E I/L~~,,~ 
(j == 1, 2, 3). Dabei ist P,,,~ ein linearer C’harakter van ?V -V(;( P) I’H mit 
;L,; j(/z) :m= fl”(h) fur Ii E Ho . (Siehe C’haraktertafel.) 
In Gleichung (7) sci 1 so gewahlt, da13 p,,, il, p,ikiIll, gilt. (Beziiglich der 
Definition von p,,, und +c,TA siehe Charaktertafel.) In der ersten Summe auf der 
rechten Seite werdcn die i‘harakterc ,L:~,+,) tZ,,, +,) mit ,CY t’ Z aufsummicrt. Daa 
sind jeweils (y --- 3)/2 Stuck. (Beachte dahei ~~/(,~-r)+~(~+i, := ,~,f,,~~i,. i,, , .)(,, i) , 
t die Involution aus ,V.;,;(I1), siehe (I 2, f)). 
Wir wollen nun die zvveitc Summe auf der rechten S&e vor~ Glrichung (7) 
erlautern. Die Gruppe T ist einc abelsche I-ntcrgruppe von 4;‘ dcr Ordnung 
(q + l)z und es gilt T = UCENcT) H,,q. (Siehe (I .4).) Wegen II,,’ n Jr,:’ ‘I 
(Siehe (I .2, j) gilt somit 1’ === HOC’ x h’k”. Die symmetrischr Gruppe S, ist 
ein Komplement ron T in A’(T) nut S, -- ‘:u, z’ j u2 = 2.a mm= r.2:” =- I, Wir 
wollen kurz beschreiben, wie S’:, auf Hoi’ ‘< Hi’ operiert. Die Involution II 
vertauscht die beiden Komponentcn, das hei& es gilt (!z”)~ = /rV’ und (/t”2)” h“ 
fur h E HO . Die Elemente 12 E FI, haben in EI,” .\ H,f die Darstellung 
12 =- (Il-r)‘(hmr)r2. (Beachte dabei 1~ t C,(U).) Wegen dieser Darstellung von T 
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als direktes Produkt kann man jeden Charakter /3 van T schreiben als /3 == flr~‘/$ 
mit pi E fi,) . Die zu &“/3~2 konjugierten Charaktere sind: 
Damit ,E? scchs vcrschiedene Konjugierte unter NG(T) hat, muO gelten /3a 4 
;/I1 ) /3;‘, /3;“/. Fur /I = ,$“/3.~ gilt: & pLa,j = PI + & + @‘r&-r. Setze 
/3, = p,T,: pA, und nehme die Charaktere /3 = &3C” mit & $ (pA, , ~7~~ =--z pA, , 
PiI” ~= ~L;;I:. (Bzgl. der beiden Gleichheitszeichen in { . . . ) beachte pn,lH, = A,,, 
(C’haraktertafcl), AllHO == w-~)I~, (l$ 4 &Ho = CL~:I~, (1.5, iii) und P~H, -;” 
$QHO .) Je zwei der Charaktere &‘,fli sind konjugiert. Wir erhalten also genau 
(q ~ 2)/2 Charaktere w,~ . Das seien genau die Charaktere, die in der zweiten 
Summc van Gleichung (7) vorkommen. 
Wir wollen nun die Formel (I /I G 1) Ca~,,o.) a(x-‘)p(x) in eine Summe van 
Skalarprodukten auf 2’-Gruppen plus Restglied umformen. Wir verwenden 
dabei, daB die Mengen SF, H,,#, H\H, und T* Ti-Mengen sind (siehe (1 .I), 
(I .2, i) und (I .2, j)) sowie die GriiSen aus der Tabelle (1.2, k). 
= & ja(l)p(I) + 4Yq” - 4 -t 1) c 4-‘)P(4 
2EH016L 
+ $qX(q” + 1) c +-t)p(x) 
reH\H, 
+ iwk2 - 9 + lk - 1) c 4-‘) PC4 
ZET* 
+ k3(4 + 1 )2(4 - 1) 1 4+) B(s)\. 
ES* 
Wir benutzen nun die folgenden Beziehungen: S = 5’” u (I ), H = H,,* u 
H\H,u(I]- und T = T*u&H~“u{~} (j eweils disjunkte Vereinigung). 
= &J !%I”(9 + 1)2(q - 1) c 4x-‘) I44 xts 
+ ik3(4” - l)(q - 1) c 4 + 4.m 8W XET 
+ 9q3(q3 + 1) 1 4+ P(x) 
EH 
- q”(q’ q + l)(q” 1) c - - +-‘) P(x) 
XEHO 
- (4” l)(q3 + 1) 4B(l)~ - 
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= -21 G?(q -I- 1)Yq - I)(q” - y -t I)(% P), 
: fiq3(4” - Y T 1 I(9 - l)(q -I 1 Y(% P), 
1. ~q3(q” 1 1 w - 1 I(% R,, 
- y”(q’ - q + I)(q’ - l)(q + l)(cd, /3), 
- (q? - I)(q” 4m 1) u(l) P(l)\ 
A(% B), -I- A(% B), i- :(a1 131, - ; (% PI,, - ;y3 41) 13(l). 
Da wir diese Beziehung noch des ofteren benutzen werden wollen wir sic mit 
einem (*) versehen. 
JVir definieren nun Zahlen a,‘, 6,‘, c,j, und d,‘, indem wir die Brauercharaktere 
auf die 3’-Lntergruppen einschranken. 
is,!, = C a+j mit ,9 : (u), 
PIIT = 1 bt’7.i mit T = {T$:, 
Pm = 1 “I’Y’ mit r-? = (y), 
PIIH~ = 1 4’yn’ mit ITO = +a). 
Nit Hilfe der obcn definierten GroBen und der in Abschnitt 3 berechneten 
Zahlen CZ,~ werden wir Formeln fur die Zerlegungszahlen angeben. Wir werden 
dazu erst einige Relationen zwischen diesen GriiRen herleiten. Sehr oft wird die 
Gleichung 
BFh = c (2 %Jw) L (-*I 
7 .I 
benutzt werden, wobei auf der rechten Seite tiber alle irreduziblen komplexen 
Charaktere summiert wird. 
(4.1) Es gilt 
(1) 6S,, =: -2a,” - /I,” -+ 3~~“. 
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Bezoeis. Wir werten die Relation (*) aus, die besagt: 
Wir berechnen die einzelnen Skalarprodukte und erhalten: 
(PI 3 13,)s =-. -a,” + (4 --t 1) P,(l), 
(PI, PF)T z-7 -ho + 3&O + (q - 2) PI(l), 
(PI 1 PF)H = dIO -I- CIO T sP,(l>, 
(PI > BF)H” = q4° i q(9 - 1) PA 1). 
Es ergibt sich somit die Reziehung: 
S,, = -ial - :h,O -A- fc,O + b,(l){...’ -1’ I 
0 
(4.2) Es gilt 
CIO + 1 c,j = PI(‘) 
j=l 
(II) 
= --a[, -1 alF + & w&J + 3 C (1 advJ). 
Y J 
Beweis. Wir benutzen wieder die Formel (t*) und vergleichen die Werte 
der linken und rechten Seite auf dem l-Element: 
P,PF(’ ) = q3i%( 1) = Q3C10 + qs c CIj, 
j=l 
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Wir eliminieren jetzt mit Hilfe von (5) die Summe uber On und ersetzen dann 
mit (1) (q - l)(q” - Q ;- I) xx,, d urch die Summen iiber andere Charaktere: 
= q,((g - l)(q2 - q Jim 1) + I) ~! a,,$ 
L 2q(q” - q -t 1) c (; a,,d,5) 
+ (q(q’ - q -- 1) :I q2 - 9) ~(%4.T) 
k (3q(p - 1) t 4(4’ - q t 1;) c (z %d,“J) 
I’ J 
- 2q(g’ - 4 -1 1) ; (; UIJd,“J). 
Mit Hilfe von (1) eliminieren wir die Summen tiber pG, #,j und wR 
= -q3a, o + q3aIF A y” 
Division durch 49 liefert die in der Behauptung stehende Gleichung. 1 
(4.3) Es gilt: 
(III) 
Beweis. Wir benutzen die Beziehung (4 +), berechnen das Skalarprodukt der 
linken und rechten Seite mit dem I-Charakter auf S und vergleichen die 
Ergebnisse. 
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Die Skalarprodukte der irreduziblen komplexen Charaktere mit dem I-Charakter 
auf S entnimmt man der Charaktertafel. 
+ q ; (7 alJd,,J) + (2q + 3) c (c alJd~vJ) 
Y J 
Mit (5) eliminieren wir die Summen iiber @,, und wa . 
= -w, + qaIF + 4 C arJ&J 
J 
+ 3(q + 1) 1 (1 %d.+) 
Y J 
= (al0 - aIF - ; a,‘&) 
+ (4 + 1) (--a,, -t alF + c %JdsJ + 3 c (z %&)) 
J ” .I 
e 
( 
aIG - aIF- 1 a,&) + (q + 1) PI(I)- 
J 
Es folgt die in der Behauptung stehende Formel. 1 
(4.4) Es gilt: 
Cl O- -aI +aIF. 
Beweis. Wir berechnen den Wert van alF und benutzen dabei (*). 
481/61/z-19 
576 R. BUKKHARDT 
Fiir die einzelnen Skalarprodukte erhalten wir: 
(PF/% > jJF)S = aI” + (9’ + 4” - 4 - 1) h(l)> 
(p&I, PF)T = b1” + 3(q - 1) d,’ $ (q” - 3y3 + 3q’ - 4q + 1) /3,(l), 
(PFh , PF)H = c,o + (4 + 1) @’ t (4” + 4’) i%(l), 
(PFPI , pF)H,, = +I0 + (@ - q4 ?- q3 - (I’) ,h(l)* 
Setzen wir die Werte oben ein, so folgt: 
ulF = 3 I + Qb,O t Jc,” Ia O 
= c, O - s,, (siehe (I)), 
z co- I aID (siehe Abschnitt 3 (31)). g 
(4.5) Bernevkun~. Aus (I), (III), und (11:) folgt 
(1’) bIo = -a,, + aIF - 2 1 arJ4J. 
J 
;\Iit Hilfe der bisher ermittelten Relationen k6nnen wir schon eine Formel fiir 
die Zerlegungszahlen der Charaktere xv angeben. 
(4.6) Fiir die Zerlegunpahlen der Charaktere xv gilt die folgendc Formel: 
(Fl) 
(Dabei ist j,, de$Gert durch cjv = v urld ai;” si?zd die E&rage der Matrix (alJ)pl)- 
Reweis. Es gelten die Gleichungen: 
(siehe (III)). 
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Wir erhalten somit: 
(***) 
Die Summation uber v bedeutet dabei jeweils die Summation uber die Kon- 
jugiertenklassenvertreter von 9. 
Sei s E S”: 
&cl 
/3FPI(S) = -MS) = - c +j(s) 
j=O 
zzz --a,O 4 c &X”(S) (siehe Charaktertafel). 
Das ist wegen (M) gleich dem folgenden Ausdruck: 
= %0 - aIF - T a,JhJ -t c (c dxvJ) xv(s) 
Y J 
Zusammen mit (**‘c) folgt, da8 die Charaktere XV ulj~xy und I,, (CJ urJdx,J)~v 
auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen. Da die Charaktere xv Teil einer Basis 
von komplexwertigen Funktionen auf den 2’-Klassen sind, miissen die Koef- 
fizienten iibereinstimmen. Es gilt also a$ = CJ u,Jd,“, . Daraus folgt nun sofort 
die in der Behauptung stehende Formel. 1 
Der Formel (Fl ) entsprechende Gleichungen gelten such fur die Zerlegungs- 
zahlcn der andcren Charaktere. Da die Herleitung dieser Gleichungen ahnlich 
geht wie die der Formel (Fl), wollen wir die Gleichungen nur angeben. 
(4.7) Fib die Zeerlegungszuhlen dev Chuvuktere pkG, Q!I~ und @ 
fo[.enden Gleichmgezl: 
h, gelten die 
Beziiglich der Indizierung der Charaktere p und X siehe (1.5). 
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(4.8) Fiir die Zerlegungszahlen der Charaktere wB , #,, und O,, gelten die 
folgenden Gleichungen : 
Dabei sind jA und j,: de$niert durch AiT := TV, und /3 = ~j’s .
Bemerkung. In ahnlicher Weise hatten wir such in (4.7) die Exponenten der 
Zahlen c,j zu den Charakteren p und h in Be&hung gesetzt. Indizieren wir die 
Charaktere p und X gemal (1.5), so gelten dort die Beziehungen j ,,,, k(q -- 1) 
(1 < k :K q) undj+ =- 12 (I -<I k .< 42 ~ 2, q ~-. 1 { k). 
Durch Rombination der Gleichungen (F3) und (F5) erhalten wir Formeln 
fur die Zerlegungszahlen der Charakterc $J,, und @, . Aus (III) folgt such eine 
Formel fur die Zerlegungszahlen des Charakters 19. Wir wollen im nachsten 
Punkt noch einmal alle diese Gleichungen auflisten. 
(4.9) Fiir die Zerlegungsxahlen der Charaktere der Gruppe PSU(3, Taf) gilt: 
dxvJ == 2 aS;l’ap, 
dsJ L= C a$l’(a,. - aIF + a:‘). 
I 
(b) Sei jetzt$ := 3: Zwischen den irreduziblen komplexen Charakteren 
gelten folgendendeLRelationen auf den 2’-Elementen: 
(1) 
(2) 
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(7) 
Benlerkun,a zu Gleichung (7). Es sei 1 so gewahlt, dab pn,lH, p;,~~, gilt. 
Beziiglich Bezeichnungen siehe Charaktertafel. In der ersten Summc seien alle 
Charaktere p~,r-l,.+sru+l,la mit u” E Z vereinigt. Nun einige Erlauterungen zur 
zweiten Summe. Wahle die Charaktere (~R,$) E PO mit ,& $ &, , pA, , &j. 
(Bzgl. der Definition von TO siehe (1.4).) D b a ei miissen wir die Falle o(P~,) = 3 
und o(p,,,) =; 3 unterscheiden. Im ersten Fall gilt pA, = p,,, ~~ ,LL;~ . ,41so stehen 
fur ,!$ genau (q - 2)/3 Charaktere von H,, zur Verfiigung. Wir erhalten damit 
(q ~ 2)/6 nichtkonjugierte Charaktere (pil$) von T,, . Wir nehmcn von jedem 
dieser Charaktere die drei Fortsetzungen auf T und erhalten (q - 2)/2 C’haraktere 
von ‘T, gerade die, iiber die oben summiert wird. Im zweiten Fall gilt p,\, =f: 
PA, -/ PLI;1 +? PA, . Hier stehen fur pz nur (q ~ 8)/3 Charaktere van IS,,, zur 
Verfiigung. Wir erhalten (q - 8)/6 nichtkonjugierte Charaktere v-on T,, , also 
(y - 8)/2 C‘haraktere von T. Fugen wir noch zweimal den Charaktcr h,.o und 
einmal den Charakter h,a hinzu, wobei (T der C’harakter # 1 von T ist, der 7’, 
im Kern hat, so erhalten wir gerade die Charaktere, fiber die oben summicrt wird. 
Bei analoger Definition der Zahlen a, , j h,j, cl, und d,j gelten alle Formeln 
aus (4.9) such hier. Zusatzlich haben wir bei 6 : 3 noch die Beziehung 
6,” = b,“” = 3 (‘z a,Jdo,l). 
.I 
Daraus folgt die Formel: 
(F6) 
5. BEISPIEL 
Wir wollen in diesem Abschnitt die Matrix A = (a,,), die Zerlegungsmatrix 
und die C’artanmatrix der Gruppe PSU(3, 16) angeben. 
Die Matrix A 
j / 0 1 2 3 02 01 12 23 03 13 023 123 012 013 F 
-I-. - -- 
(i, ! 
1 I 
1 ~ 
2; 
3) 
02 ~ 
01 
12 / 
23 
03 
13 
023 1 
123 j 1 
012 / 1 
0131 I 
Fi 1 
1 
I 
I 
I 
1 
1 
1 
2 
2 2 2 
Die Zerlegungsmatrix 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
I 
I 
1 
12 23 03 13 023 
2 
2 
2 2 
2 2 
2 2 
2 2 2 5 
123 012 013 F 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
I 
I 
1 
I 
1 
I 
I 
1 
1 
1 
I 
I 
I 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
I 
I 
I 1 
1 
I 
I 
1 I 
1 
1 
1 
1 
I 
I 
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( :JI 0 1 2 3 02 
Die Cartanmatris 
01 12 23 03 13 
42 
0 
1 
2 
3 
02 
01 
12 
23 
03 
13 
023 
123 
012 
013 
F 
16 12 12 12 12 4 8 8 8 8 4 
12 26 18 14 18 6 8 IO 13 8 8 
12 18 26 18 14 8 8 8 IO 14 6 
12 14 18 26 18 6 14 8 8 10 8 
12 18 14 18 26 8 10 14 8 8 6 
4 68686 2 6 2 6 I 
8 8 8 14 10 2 10 4 6 4 6 
8 10 8 8 14 6 4 10 4 6 2 
8 14 10 8 8 2 6 410 4 6 
8 8 14 10 8 6 4 6 4 10 2 
4 86861 6 2 6 2 6 
2 2 4 610 3 0 3 2 2 
2 46122 0 2 2 3 0 
2 61240 2 2 3 0 2 
2 12462 2 3 0 2 0 
023 
0 
3 
0 
2 
2 
2 
3 
0 
0 
0 
- 
123 012 
- 
2 
4 
6 
I 
2 
2 
0 
2 
2 
3 
0 
0 
3 
0 
0 
2 
6 
1 
2 
4 
0 
2 
2 
3 
0 
2 
0 
0 
3 
0 
581 
013 F 
2 
1 
2 
4 
6 
2 
2 
3 
0 
2 
0 
0 
0 
0 
3 
1 
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